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Mathematical Modeling to Study the Dynamics Of 
A Diatomic Molecule N2 in Water 
 Nitin Sharma and Madhvi Shakya 
Abstract— In the present work an attempt has been made to study the dynamics of a diatomic molecule N2 water. The 
proposed model consists of Langevin stochastic differential equation whose solution is obtained through Euler’s method. The 
proposed work has been concluded by studying the behavior of statistical parameters like variance in position, variance in 
velocity and covariance between position and velocity. This model incorporates the important parameters like acceleration, 
intermolecular force, frictional force and random force. 
Index Terms—Covariance matrix, Weiner process, White noise, Potential energy.  
——————————      —————————— 
1 INTRODUCTION
olecular  dynamics  (MD)  simulation  has  been 
widely used to study the structural and dynamic 
properties  of  molecular  systems.  But,  there  exist  at 
least two  limitationsʹ: the approximation  in the poten‐
tial  energy  functions  and  the  lengths  of  the  simula‐
tions.  To  prolong  the  simulation  time,  stochastic  dy‐
namics  (SD) based on  the Langevin equation  is a  rec‐
ommended approach  in which only  the  relevant por‐
tion  of  the  molecule  is  considered  explicitly  and  the 
remainder of system such as solvent serves to provide 
an  effective  potential,  a  friction  drag  and  a  random 
force [1].  
            The  focus  of  this  study  is  on mathematical 
modeling of a diatomic molecule N2 for molecular dy‐
namics  study  in  water  by  using  an  appropriate  and 
suitable potential energy  function  for Euler’s method. 
To  study  the dynamics  or motion  of  the molecule  in 
fluid we have determined and studied the behavior of 
important  statistical parameters  like variance  in posi‐
tion, variance in velocity and covariance between posi‐
tion and velocity with respect to time respectively. 
 
            We  used  Euler’s method  for  the  simulation  of 
the model by replacing the continuous – time with dis‐
crete  time  step,  finding  values  at  times 
....,........., 10 tt usually  nn tt 1   is a fixed number .t  
2 MATHEMATICAL MODEL 
In the molecular dynamics study, the atoms in a mole‐
cule are treated as particles and move according to the 
Newton’s equation of motion by relating intermolecu‐
lar  force  and  intramolecular  force  to  acceleration  [4]. 
When we  incorporate solvent effect  then a particle or 
molecule moving  in  a  fluid medium  experiences  two 
additional forces, frictional force due to the viscosity of 
the medium and random force or fluctuating force due 
to the collision of the molecule in the surrounding me‐
dium then the behavior or dynamics of such molecule 
can be modeled as [5,10]……..  
 
                     )()( txxFxm                  … (1) 
 
Where 
)()()( '' tttt   , ( [6] 
dt
dW
t t)(
  
white noise or 
random  force),  R 6   frictional  coefficient  or 
damping  force,  )( xF Intermolecular  force  related 
to  potential  function  )( xV   via  )()(
.
xVxF              
and mKT 22  
 
 Here  x and  x  are  the second and  first derivative of 
x  with respect  to  time respectively. The  term on  the 
left  hand  side  is  the  product  of  mass  of  the  mole‐
culem and acceleration x . The  first  term on  the  right 
hand side is the inter molecular force, )( xF ,due to the 
interaction between  the  atoms of  a molecule. This  is 
the same  force used  in Newton’s equation of motion 
[7]. And given as, 
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    dx
xdVxF )()( 
 
Where, )(xV Intermolecular  Potential  Energy  func‐
tion. 
There  are number of potential  energy  function  )(xV  
for  a  diatomic  molecule,  like  Harmonic  potential, 
Fourth power potential, Cubic bond stretching poten‐
tial, Morse potential etc. Some of them in mathematical 
form can be written as. 
Morse Potential Energy Function 
2))](exp(1[ bxDVMorse    
Here  D   is  the depth of  the well  in kj/mol.,  de‐
fines the steepness of the well in (nm‐1), b  is  the ideal 
bond  length between  two atoms and  x is  the varying 
displacement between two atoms[12].   
 
Harmonic Potential Energy Function 
2)(
2
1 bxkV sHarmonic   
Here  sk  is Harmonic force constant, b  is the ideal 
bond  length between  two atoms and  x is  the varying 
displacement between two atoms [11].   
 
Cubic Bond Stretching Potential Energy Function 
32 )()( bxkkbxkV cssCubic   
Here 
sk  is Harmonic force constant,  ck  Cubic force 
constant,b  is the ideal bond length between two atoms 
and  x is the varying displacement between two atoms 
[12].   
Due  to computational   and suitability  reason of  finite 
difference  Euler’s method we  selected Harmonic po‐
tential  energy  function  for  simulation  of  the  model 
(1).Then  )(xF can be written as..    
)()( bxkxF s   
The  second  term  is  a  frictional  force  which  de‐
scribes the drag on the particle due to the solvent. This 
frictional force is proportional to the speed of the par‐
ticle with the constant of proportionality being the fric‐
tion coefficient. 
xF friction   
Where  x   is  the velocity of  the particle and    is  the 
friction coefficient [9]. The third term, )(t ,is the ran‐
dom or stochastic force due to thermal fluctuations of 
the  solvent  with  the  amplitude related  to  the  tem‐
perature  T and the frictional force  by the fluctuation 
dissipation theorem  [2]  22 mKT  .The solvent  is not 
explicitly  represented  but  its  effects  on  the  explicit 
atoms  come  from  the  frictional  and  random  forces. 
When  the  frictional  and  random  forces  are  zero,  the 
equation  (1)  reduces  to Newton’s  equation of motion 
[9]. 
Let 
    tt Vdt
dX
dt
dx   
Then                           
dt
dWVXF
dt
dVm tttt   )(
 
Then (1) can be written in terms of  tX and  tV as fol‐
lows 
 
,dtVdX tt                                            .. (2.1)                
,)( tttt dWVXFmdV    
 
 In  matrix  notation  above  mention  equations  can  be 
written as... 
,
1
0
1
0
dt
m
bkdW
m
dt
V
X
A
V
X
d st
t
t
t
t 











   
     
                                            
……. (2.2) 
Where 
 
.
10




 mm
kA s 
        
……. (2.3) 
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For  numerical  updates  )1.2(  
can  be  written  as…                                 
,tbBkWB
V
X
C
V
X
sn
n
n
n
n 








1
1                .. ..   (2.4) 
           
Where    
,
2221
1211 



cc
cc
C
  




2
1
b
b
B
 
 
and  nW is sampled from a Gaussian distribution with 
mean    Zero  and  Variance  ,t   independently  of 
nW for  .mn   
Since nW is  sampled  from  Gaussian  distribution 
with mean Zero and Variance t .So let the covariance 
matrix of  )4.2( be [2]. 
,2
2




v
x


 
Where  22 , vx    and   are  variance  in  position,  va‐
riance in velocity and covariance between position and 
velocity  respectively.  If  



n
n
V
X   is Gaussian with mean 
Zero  and  Covariance  matrix  , then  the  variance  of 
constant  term  tBbks  will  be  zero  and  



n
n
V
X
C   is 
Gaussian  with  mean  Zero  and  covariance    matrix 
an .TCC Thus  the  covariance matrix  that  results  for 
)4.2( will be [2]. 
 
            Or      
,
,
2
2
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

  ……… (2.5)    
 
 
 
 
 
                          
 
We can rewrite )5.2(   in a suitable matrix  form as  fol‐
low 
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                  3 The Euler’s method
 By the Euler’s method, the position and velocity can be 
updated as follows [2]. 
 
.)(
,
1
1
nnnnn
nnn
WtXftVmVmV
tVXX




     
…… (3.1)
            
     
This gives  the oscillatory motion  for position and ve‐
locity  respectively  for  the  diatomic  molecule  N2  as            
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Figure  1  and  Figure  2  shows  the motion  of diatomic 
molecule  N2  in  terms  of  position  and  velocity  up  to 
100femtosecond  for  standard  wiener  process  (i.e.  for 
wiener process  of mean  0  and variance  1).  It  is  clear 
from figures (Figure 1 and Figure 2) that oscillations in 
position and velocity  in  the motion of diatomic mole‐
cule N2  reduces as  time  increases which  indicates  the 
frictional  (damping)  force  effect  caused by water due 
to which oscillations in motion are reducing. 
 
Now with the notation of )4.2( , we have 
  
1
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    Then the solution of above equation )5.2( given as    
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4 NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION 
 
In the present study we done modeling and simulation 
for a diatomic molecule N2 and computed the impor‐
tant parameters, like variance in position, variance in 
velocity and covariance between position and velocity 
to study the dynamic aspects of diatomic molecule. We 
have observed that variance in position (Figure 3) in‐
creases steadily upto  .sec101.29 -15  after that suddenly 
it increases, decreases and then increases unexpectedly 
from the point   . sec101.30 -15  to  . sec101.32 -15 i.e. it 
starts showing the chaotic behavior from the time steps 
. sec101.30 -15 to  . sec101.32 -15  and then  it become 
stable. Similarly, we have computed variance in veloci‐
ty (Figure 4) it increases steadily up to 
. sec101.29 -15 after that suddenly it increases, decreas‐
es and then increases unexpectedly from the point 
. sec101.30 -15 to  . sec101.32 -15  i.e. again it starts 
showing the chaotic behavior for the same time 
steps . sec101.30 -15 . to  . sec101.32 -15  and then  it be‐
come stable. Finally we have computed the covariance 
(Figure 5) between position and velocity which also 
increases steadily up to  .sec101.29 -15  after that again 
suddenly it increases, decreases and then increases 
unexpectedly again from the point  . sec101.30 -15 to 
. sec101.32 -15  i.e. again it starts showing the chaotic 
behavior from the same time Steps  . sec101.30 -15                         
to  . sec101.32 -15  and then  it become stable From 
these three observations of statistical parameter we 
have concluded that the motion of the molecule N2 
becomes unstable after  .  sec101.29 -15   and then it 
starts showing the chaotic behavior from the time step 
. sec101.30 -15  to . sec101.32 -15 .  Also it is observed 
that Euler’s method is unstable, if the condition of sta‐
bility is not satisfied i.e.  [2].  or t2 2
2
12 tkttk ss        
      We have taken a diatomic molecule N2 in water and 
for this molecule we have taken the values for the pa‐
rameters incorporated in above equations as follow [7, 
8, 3, and 11]  
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First, we have calculated and plotted variance in posi‐
tion against time step  t  up to  .sec104 -15      
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Figure 3 
Now, we have calculated variance in velocity against 
time step  t  up to  .sec104 -15  
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Figure 4 
Finally, we have calculated and plotted covariance be‐
tween position and velocity against time step t  upto  
.  sec104 -15  
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      Figure 5 
5 CONCLUSION    
In this paper an attempt has been made for mathemati‐
cal modeling to study the dynamics of a diatomic mole‐
cule  N2  by  incorporating  the  solvent  effect.  We  have 
used  Euler’s method  for  simulation  and we  have  ob‐
tained the simulated results up to time step 10‐15 sec, it 
is observed that Euler’s method is stable for the condi‐
tion    [2].  or t 2 2
2
12 tkttk ss     
 Also, We have  observed by  studying  the  behavior of 
variance  in  position,  variance  in  velocity  and  cova‐
riance  between  velocity  and  position  that  motion  or 
dynamics of diatomic molecule N2 remains stable up to 
time step  . sec101.29 -15 and after that it become unsta‐
ble and start showing the chaotic behavior.   
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